Suites arithmétiques et
géomeétriques

Objectifs :
e Reconnaitre une suite arithmétique ou géométrique et identifier ses éléments caractéristiques
e (Calculer un terme d’indice donné a partir du premier terme ou du p-ieme terme.
e Ltablir et connaitre les formules donnant 1+ 2+ ... +n et 1 + q+...+q" .

Apercgu historique :

Les rares papyrus mathématiques découverts jusqu’a présent ont révélé que les E‘gyptiens avaient de tres
bonnes notions sur les suites et qu’ils savaient résoudre des probléemes a l'aide des suites arithmétiques ou
géométriques. Suites arithmétiques : Enoncé du probléme R64 du papyrus Rhind

< Exemple de répartition de parts. Si on te dit : (on a) 10 héqat de blé pour 10 hommes. Et la différence entre
un homme et son voisin se monte a 1/8 de héqat de blé. La répartition moyenne est de 1 héqat. Soustrais 1 de
10, il reste 9. Prendre la moitié de la différence qui est 1/16. Les 9 fois qui valent 1/2 1/16 de héqat sont a
additionner a la répartition moyenne et tu dois soustraire 1/8 de héqat par homme, chacun pris jusqu’au
dernier. A faire selon ce qui doit se produire. >

Ezxplication :

Le probléme consiste a partager 10 héqat de blé entre 10 hommes. On peut désigner leurs parts respectives par
H1, H2, H3, H/, H5, H6, H7, H8, H9 et H10. Les 10 héqat de blé représentent le total des parts a distribuer.
Nommons le S. Soit N le nombre de parts. Chaque homme ne possédera pas la méme quantité d’héqat. Pris
dans lordre, chacun obtiendra 1/8 d’héqat de plus que son prédécesseur. Soit H2 = H1 + 1/8, H3 = H2 +
1/8 et ainsi de suite, le dernier individu ayant la plus grande part. 1/8 représente la raison de la suite donc R
=1/8

Le scribe détermine en premier lieu la valeur moyenne de hégat que l'on distribuera a chaque homme, soit
S/N = 10/10 = 1. Ensuite, il calcule le nombre de différences effectuées sur l’ensemble des 10 individus. Il y
en a N-1 = 10-1, soit 9. Il vient R/2 = 1/16, puis R/2 * (N-1) = 1/16 * 9 = 1/2 + 1/16. Le plus grand
terme est donné par R/2 * (N-1) + S/N = 1/2 + 1/16 + 1.

Par une méthode empirique, le scribe a donc retrouvé une propriété des suites arithmétiques.

1. Suites arithmétiques

A. Définition

Définition 8.1 Une suite (u,),>0 est dite arithmétique si la différence entre deux termes consécutifs est
constante. C’est a dire qu'il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n, u,+1 = u, + r.
Le réel r est appelé raison de la suite (uy,)n>0.

Exemple 8.1 Si u est la suite arithmétique de premier terme uo = 5 et de raison 3, on a :

UQ:5
U1:U0+3:5+3:8
U =u1+3=8+3=11

Propriété 8.1 Une suite arithmétique est croissante si sa raison est positive et décroissante sinon.
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B. Calcul du terme général

Théoréme 8.1 :
e si u est une suite arithmétique de premier terme uq et de raison r, alors, pour tout n € N, u,, =
Ug + nr;
e sipourtoutn € N, u, = a+ b x n, alors, u est la suite arithmétique de premier terme uy = a et de
raison b.

Démonstration :

e Ona:u; =ug+r,
puis, us =uy +r = (ug + 1) + 1 =ug + 2r.
De méme, uz = us + 7 = (up + 2r) + 7 = ug + 3r, ... et ainsi de suite.
On obtient finalement u,, = ug + nr.

e Réciproquement, si pour tout n € N, u,, = a + nb, alors u,+1 — u, = (a + (n + 1)b) — (a + nb) = b.
Donc, pour tout n € N, u, 11 = u, + b, et donc u est une suite arithmétique de raison b et de premier
termeug =a+0-b=a.

Exemple 8.2 En reprenant la suite de 'exemple 7?7, 0on a:
Pour tout n e N, wu, =5+nx3=5+3n
Remarque : Si le premier terme d’une suite arithmétique est u;, et sa raison est r, on a :
pour tout n € N*,  u, =u; + (n—1)r
Et de facon plus générale, si u est une suite arithmétique de raison r, pour tous les entiers n et p on a :

Up =Up+ (N —p) X7

C. Calcul de la somme des premiers termes

Propriété 8.2 La somme S des n premiers termes d’une suite arithmétique est :

n X (premier terme + dernier terme)
2

S:

Dans le cas ol le premier terme est ug, on obtient : S = w

Dans le cas ou le premier terme est u;, on obtient : S = W

Démonstration (cas ol le premier terme est u;) On va écrire S de deux fagons différentes :
S=ur+w+r)+-+@w+n-2)r)+ (u1 + (n—1)r)

S=Ww,—m—=Dr)+ (up —(n—=2)r)+ -+ (up, — 1) + upn

Donc : 2S5 = n x u; +n x u, (les autres termes s’annulent) d’ou le résultat en divisant les deux membres par
2.

Exemple 8.3 Un éléve demande a ses parents, le 1¢” janvier 2013, 10€ d’argent de poche par mois, avec
une augmentation de 0,5€ nets par mois dés le deuxieme mois.

On note u,, la somme pergue a I'issue du n® mois. Ainsi u est une suite arithmétique de premier terme

u; = 10 et de raison r = 0, 5. En effet, la différence entre deux mois consécutifs est égale a 0,5 €.

La somme percue en décembre 2013 est donc u12 = 10 + 11 x 0,5 = 15, 5e.

Le total des sommes pergues au cours de la premiére année est donc :

o 12 x (ul +U12) o 12)(25,5
B 2 2

Remarque : En mathématiques, on utilise généralement la lettre sigma majuscule(X) de l'alphabet grec pour
écrire les sommes ; ainsi :

S

=153

=12
UL +ug + ... +ujg = E U
=1
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Exemple 8.4 Calculons la somme des 100 premiers entiers non nuls : S1po =1+2+3+--- + 99+ 100.
Pour cela, on considére la suite arithmétique v de premier terme v; = 1 et de raison r = 1.
La somme S cherchée est donc la somme des 100 premiers termes de la suite v :

100 x (Ul + UIOO) - 100 x (1 + 100)

= 5050
2 2

S100 =

2. Suites géométriques

A. Définition

Définition 8.2 Une suite (u,).>o est dite géométrique si chaque terme est obtenu en multipliant le
précédent par un méme nombre ¢. C’est a dire qu’il existe un réel ¢ tel que pourtoutn € N, w11 = ¢ X Uy,.
Le réel g est appelé raison de la suite (u,,)n>0-

Remarque : Si on consideére que la suite u n’est pas la suite nulle !, u est géométrique si pour tout n € N, on

. Untl
a wn =q.

Exemple 8.5 Si u est la suite géométrique de premier terme uy = 5, et de raison ¢ = 2, 0on a :

up =955 U =qxXu=2x5=10, ups=qgxu =2x10=20, wuz=qgxuy=2x20=40,...

Propriété 8.3 Soit u une suite géométrique de premier terme u, et de raison ¢. Alors :

e siug > 0etqg > 1lasuite est strictement croissante
e siug > 0et0 < g < 1lasuite est strictement décroissante
e si ug < 0 les deux résultats précédents sont inversés.

B. Calcul du terme général

Théoréme 8.2 :
e si u est une suite géométrique de premier terme ug et de raison ¢, alors, pour tout n € N, u,, =
ug X g™
e si pour tout n € N, u,, = a x b", alors, u est la suite géométrique de premier terme uy = a et de
raison b.

Exemple 8.6 En reprenant la suite géométrique de I'exemple 7?7, on a:
pour tout n € N,  wu, =ug X ¢" =5 x 2"

Remarque : Si le premier terme est u;, on a : pour tout n € N*, u,, = u; x ¢"~!. De facon plus générale, si u
est une suite géométrique de raison g alors pour tous les entiers n et p on a :

Up =up X ¢"7P

C. Calcul de la somme des premiers termes

Propriété 8.4 Soit ¢ un réel différent de 0 et de 1. Alors, pour toutn € N,on a:

9 n 1_qn+1
1+qg+q¢ +...---+g¢q :ﬁ

Démonstration On note S =1+ ¢+ ¢% + ... + ¢". On remarque qu’en calculant les produits en croix de
I'égalité précédente, il suffit de montrer que (1 —¢) x S=1—-¢"*'.Ona:

1. La suite nulle est la suite dont tous les termes sont égaux a zéro.
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(1-g¢)xS = S—¢q8
= (+q+@++d" "+ —ax (1+a+ @+ + ¢ +q")

l+q+@+ . +q¢" ' +q¢"-q—-¢-¢3— ... —q¢" —q¢"!
— 1_qn+l

cqgfd

Exemple 8.7 Siq =2,
14+¢+¢>=1+2+4=7Enappliquantlaformule :1+¢+¢> =12 = =T =7,
14244210 = 122 — 9047,

N
|
—

Propriété 8.5 Soit u une suite géométrique de premier terme uy et de raison ¢, avec q différent de 1 et
de0.0Ona:
1— qn+1
U + Ul + ... Up = Ug X
1-gq

Démonstration ug = ug x 1, uy = ug X ¢, us = ug X ¢2,.... Ainsi,on a :

Up 4+ Uy + Ug + -+ Uy = U + U X q+ Uy X G F .+ ug X ¢ = ug

l+q+¢+ ... +¢"
En utilisant la propriété 77, on obtient :

Remarque : Si u est une suite géométrique de raison ¢, la somme des premiers termes peut aussi s’écrire :

premier terme — ¢ X dernier terme
= —

S

Exemple 8.8 Un autre éleve demande le 1¢" janvier 2013 a ses parents 10€ d’argent de poche par mois avec
une augmentation de 5% par mois des le deuxieéme mois.

On note u,, la somme pergue a I'issue du n® mois. Ainsi u est une suite géométrique de premier terme

u; =10 etderaisong=1+ % = 1,05. En effet, chague somme pergue est obtenue en multipliant la
précédente par le coefficient multiplicateur de 'augmentation soit 1 + 1% = 1,05.

La somme pergue en décembre 2013 est donc u;o = 10 x 1,05 ~ 16,23€.

Le total des sommes pergues au cours de la premiére année est donc :

g 1°r terme - ¢ X dernier terme _ 10 — 1,05 x 1,05 x 10 15917
1— q 1-— 1,05
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